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Een klasse van topologische halfgroepen in de En.

§ 1 Inleiding

Een topologische halfgroep is een ruimte S, tezamen met een
continue afbeelding [ van S xS 1in S, met

1°, 3 is een Hausdorff-ruimte

0 ) _
2”. f 1s associatief d.w.z. als xy={(x,y) dan (xy)z-x(yz).

Uit de theorie van de topologische groepen is bekend dat als
G een locaal compacte samenhangende 1-dimensionale groep ls,
die niet compact is, dan is G topologisch isomorf met de ad-
ditieve groep van de reele getallen, Is G compact, dan 1s G
de cirkelgroep of de inverse limiet van cirkelgroepen,

In analogie hiermee kunnen we ons nu de vraag stellen de
structuur van alle locaal compacte sanenhangende 1-dimensiona-
le halfgroepen te bepalen,

Het probleem is, zoals hier boven cesteld, zells als we locaal

zljn nog maar enkele stappen gedaan tot de oplossing hiervan.
We zullen ons dus maar eerst bepalen tot de eenvoudigste sa-
menhangende compacte 1-dimensionale rulmte, het gesloten een-
heldsinterval,

We zullen thans enige resultaten vermelden ult de theorie van
de topologische hallgroepen, wuaarvan we in het nu volgende ge-

brulk zullen makern.

oy - . . o
1) Te verzameling van alle [deapotente elementen
8]
o= {x}x“zx, x € S} in een topologische halfgroep S is ge-
sloten, Is 5 compact, dan is E # ¢,
g

20) Een i1deaal A van S is een niet lege verzameling van S met
ASe A en 3Ac A,
Als S compact is en J(A) is de verenliging van alle idealen
van S bevat In A, dan is J(A) open als A open is.

30) 41J e een ldempotent uit 3, dan zullen we met H(e) de maxi-

male ondergroep van S aangeven, die e bevat.
Als S compact is, dan is H(e) gesloten en een topologische



e

groep.

O o -
4¥) Als S samenhanpgend is en 3 bevat een linkseenheid, dan is

leder ideaal van S samenhangend.

50) Stel S is compact, dan bevat S een kleinste ideaal K. K
heet de kern van 3.
K is gesloten en K = U {H(e)l e€ Er;K} .

e

L0 2 - oo
6°) 21j S compact en [ (x)= {x,xg,xj,... , dan bevat [(x)
precies één idempotent e en () S x"=Se met e € I(x).
n=l

§ 2 I-halfgroepen

Definitie: Een I-halfgroep 1s een halfgroep op een gesloten
interval [a,b], waarbl] a optreedt als nulelement van de half-
groep en b als éénheidselement,

Voorbeelden van I-halfgroepen:

O

g J1={O,ﬂ] met de gewone vermenigvuldiging van de reele ge-

tallen,
o° Jy= [—%,1] met de vermenigvuldiging x o y=max(3,x y).

3° J.= 0,1} met de vermenigvuldiging x © y=min(x,y).
3

Lemma 1: Als J een I-halfgroep is, J= [O,ﬂ] dan 1s
Jx=xJ= [Q,x] voor alle x € J,

sewl  s:

Daar J samenhangend is en O en x bevat zijn in xJ en Jx,
geldv [0,x]c Jx  [0,x]exd.

£1J nu Ax de verenliging van alle ldealen bevat in [U,x),dan
is AX open en x¢€ Ax’ Ex een ldeaal.

Dus J x¢ JKX c Ex < [O,x] Bvenzo xJ «© [Q,x] .

Dus JXuxJaEQx] .

Stelling 7:
Stel dat J een I-halfgroep is en dat J geen andere idempotenten

bevat dan 0 en 1, Als J geen nllpotent elementen bezit, dan is

J iseomorf met Jﬂ.



713 i‘n: S-S, ’n(x)mxn (n=1,2,...).

Daar fn continu is en 0,1&f (3), is fn een afbeelding op.

Iedere x € S heeft dus ecen nd machtswortel,

Als x # 0, dan geeft X een éénduidig bepaalde vierkantswortel,
I

Stel n.l. dat ¢“=d“=x en ¢ «d.
Dan is volgens lemma 1 c=ad=db, a,b # 1,0. Daar
(Xb3wdd b= c wx, is x g xb. Volgen a lomna 1 is xbe x, dus

X=Xb =i x=xb" (n=1,2,...) x € /] sb"=Se met e € Mb),

Daar b # 1 en J geen andere Adanpotwnten bevat dan 0 en 1,

1s e=0 en dus x=0, tegenspraak.

Verder geldt als xy=xz # 0, dan y=z. Immers stel v=<2z, dan is
er een w met y=zw.

r ™y £ - 3 - " -
xszZWuxyWaaexym(xy)w] (n=1,2,...) Hieruit volgt dat xy=0,
hetgeen een tegenspraak is.

o B 1 p
Definieer nu ~4 e
& £
X =\ X
en stel voor vaste x #£ O,
D= {x }r pOolLJCf diadisch rationaal}.

5

We zullen nu bew1Jzen dat x e x% a1s r>s,., Ult lemma 1 volgt

dat x"s x° als r>s. Stel x© =x", dan x' "Ss1, tegenspraak.
D is een abelse deelhalfgroop van J en D=J. Stel n.l. D £ J,
dan is er een open jnterval.?c(I\fl (a,b) en b€ D,
1 1 1 1
: on on 2N on
Wu gq}dt, daar x° — 1, x° b}*L en X° b4 b, Als x° b=b, dan
) ST AT . :
is x“’amﬂ, tegenSpraéhﬁ Als x= Dbeb, dan voorqvolaoend grote

~ 1 At - DTy -

n, X~ *b€&P., Daar x* Y€ D vn bg D, ligt ook x° Yb ¢D, hetgeen
0

een tegenspraak is. Dus D = J

NP N r T .
Definieer nu g: D—J, door g(x )w(ﬁ) . g(D) is dicht in I,
g 1s 1-1 duidig en continu, en laat de orde invariant, dus

kan g voortgezet worden tot een iscomorfie van J op J1

Stelling 2
Als J een I-halfgroep is, met geen andere ldempotenten dan 0
en 1, en minstens één nilpotent element, dan J iseomorf met

JEQ



Bewi is:

o)
Z21J d=sup {x}x“n@} . Dan 4 # 0.

Immers stel y nilpotent, y'=U en ynhq # 0, ns 1 dan (yn~q)2$0

dus dyy" ", )

Als re¢ s positief diadisch rationaal, en ar # 0, dan as ds.
(zie stelling 1),

Stel nu D={dpt r positief diadisch rationaal}. Dan D = J,

We definieren nu f: D=J,., door (d")=(V3)". Dan is (D)
dicht in J?, fis 1~ duidlg, continu en laat de orde invari-

ant., f kan dus voortgezet worden tot een lseomorfie van J
op 32.
stelling 3

21j J een I-halfgroep, Jm[O,ﬁ] . Dan 1s E gesloten en als

X,y € E, dan x o y=min (x,y).

Het complement van E is de vereniging van disjuncte interval-
len, Zij P de afsluiting van één van deze intervall~n, dan is
P 1seomorf met Jﬂ of J2

Als x€P, y § P, dan x 0 y=y ¢ x=min (x,y).

Bewijs:

2i) e,f€ E en x,y E[ﬁ,f} . Din 1s volgens lemma 1

eezes‘xy < fng. [e,f] ig dus een deelhalfgroep van J,

Als x> e, dan is eae x» e"=e, Dus e is een nulelement voor de
deelhalfgroep [e,1] .

Daar sz{O,f] , geldt voor z Q{O,f] s z2={n,

Dus .a=r'.la=n=2, [ is dus een eenheidselement voor {p,f].
[e,f} 1s dus een I-halfgroep, Als e een idempotent is en

Xs egy, dan geldt xy- oy ol 0V eyeen,

8 3 Lineaire uitbreidingen

41) S een I-halfgroep {O,ﬂ] en 5' een halfgroep op het inter-
val [a,b] met a en b idempotent,

21j p een continuwe homomorfe afbeelding van 8 in S' met w(0)=b
T=8'VU S wordt tot een topologische halfgroep als we de elemen-
ten O en b identificeren en als we definieren voor X, Y€ S en
xt,yrE& 8,



X 0y = Xy
xoyt =elx)y'
oy  =x'¢(y)
X' o y! = XI:\/-'

T heet een rechts lineaire uitbreiding van S' met S. Zonder
bewijs vermelden wij de volgende stellingen.
Stelling 1

21 T een commutatieve halfgroep [a,b] met een nulelement en

idempotente eindpunten, Stel a b 20, Dan is T=Sqt>82\183.

Sq= [a,gj is een halfgroep met eenheidselement a en nulelement

822 [o,ab} is een halfgroep met eenheidselement ab en nulele-
ment o

53: [ab,b] 1s een halfgroep met eenheidselement b en nulelement
ab,

T kan nu verkregen worden door eerst Sq met S2 uit te breiden

tot een halfgroep T', door de afbeelding ¢(x)=ax=asa, X € S,.

(Als o=ab dan T'=Sq).

Hierna wordt T' met 83 ultgebreid door de afbeelding ¢ (x)=ab

voor alle x¢€ 83' (Als ab=b3 dan Tr'=T),

We zullen nu een voorbeeld geven van een niet commutatieve
halfgroep op een interval [a,b].

Als 3 een halfgroep op [a,b] , met idempotente eindpunten;dan
1s S dan en slechts dan abels als S een nulelement heeft en
ab=ba.,.

Voorbeeld:
21 S een I-halfgroep [g,i} en stel S'=[—1,d}. T={—1,1]
kan tot een topologische halfgroep gemaakt worden als we defi-
nieren
(£ x)(+y)= +{xy)
(£ x)(-y)= -(xy)
T heet de Janus halfgroep ('"January thread") behorend bij S,

Stelling 2
Iedere niet commutatieve halfgroep T=[a,b] met idempotente eind-
punten en een nulelement is een 2-z1jdige lineailre ultbreilding




van een Janus halfgroep met 2 I-halfgroepen.

Behalve de halfgroepen op [a,b] met idempotente eindpunten
en een nulelement zijn door A.H. Clifford ook nog willekeu-
rige halfgroepen op {?,b] met 1dempotente eindpunten geclas-
sificeerd.

Cohen en Wade hebben halfgroepen op [a,b] onderzocht, waar-
bij b een eenheidselement is.

Wallace bewees de volgende stellingen:

41) S een compacte samenhangende topologische halfgroep met

eenheid en 3 1-dimensionaal en homogeen, dan is S een groep.

Als S een compacte samenhangende, locaal samenhangende, 1-
dimensionale halfgroep is met een eenheid, dan is S een

"boom" of 3 bevat precies één topologische cirkel,

8 4 Halfgroepen met eenheidselement op een varieteit

We zullen in deze paragraaf o.a. bewijzen dat als S een half-
groep met eenheld is op een compacte varisteit, dan is S een
topologische groep. Hieruit volgt dus dat als een n-sfeer

een topologische halfgroep is, dan is n=0,1 of 3.

Lemma 1 Zij Q de volle eenheidsbol in E" en f een continue
afbeelding van@ in zichzelf met Ix»f(x)!< L voor alle x€ Q .

Dan is 0€ £(Q).

Bewljs: zie Hurewiez-Wallman, Dimensilon theory.

Stelling 1
Zzij S een halfgroep met eenheid u, waarbl] u een Euclidische

omgeving U bezit., Dan is H(u) een open deelverzameling van

S en een topologische groep.

Bewijs “
Identificeer U met de E° en zij E= {xl}u«x]s E}Fe L U. Daar

de vermenigvuldiging uniform continu 1s op % is er een &

met

[x-xy| < % , |x-yxl< Y2 als Ju-y[<{.



..7._.

Hieruit volgt met lemma 1 dat u€ Fé Yy en u€Ey Fa , dus y
heeft een inverse in.%. De afbeelding y - th is dus conti-
nu en H(u) een topologische groep.

Daar H(u) een open verzameling bevat is H(u) open in 8,

Stelling 2

‘Als S een halfgroep met eenheid is op een compacte varigteit,
dan is S een topologische groep,

Bewiljs
H(u) is open volgens stelling 1, Daar S gompact is, is H(u)
gesloten en dus H(u)=S,

Stelling 3
Z41) S een halfgroep op de E' met eenheid u en geen andere

idempotenten, dan is S iseomorf met de additieve groep van
de ree&le getallen,. ‘

Bewijs

Zij G de component van de eenheid in H(u). Dan is G een open
interval volgens stelling 1. G is dus iseomorf met de addi-
tieve groep van de retle getallen., Dus als x # u, dan ligt x
altijd tussen u en 2x, X € G,

Stel nu G % S en zij e een eindpunt van G. Dan is er een rij
{xn}, x, € G, met x — e, Dan ook 2x — e =3 2e=e, tegenspraak.

Zonder bewijs vermelden wij:

Stelling &4

Als het vlak een halfgroep S is met eenheid en geen andere
idempotenten, dan is S een groep.

Het is niet bekend of S een topologische groep 1s als S de o
is, n»>2 en S een halfgroep met eenheid, zonder andere idempo-

tenten,.

Lemma 2,
Zij S een topologische halfgroep met eenheid u, zo dat

(S\H(u)) compact is, dan is S\H(u) een ideaal.



Bewljs

Daar H(u) een groep is, volgt uit x € H(u), y ¢ H(u), dat

xy $H(u). Stel nu x,y € H(u) en xy =ge H(u).

Dan is z=‘yg'1¢<H(u) en Xz =u,

Daar z',x" ¢ H(u). Zijn F(x) en I'(z) compact, Uit xz=u
volgt xnzgfu. Stel %bidempotent uit F(x), dan is er een
deelrij x T—e en z l—~)w.6§1(z). Dan e w=u en e°w= ew=e=u,
tegenspraak ,

Stelling 5
Zij Sz[p,cn) S een halfgroep met nulelement O en eenheid 1.
Dan geldt:
1° als S geen andere idempotente elementen bevat, dan is de

vermenlgvuldiging in S de gewone vermenigvuldiging van de
reele getallen

2° Als S een idempotent element bevat # 0, # 1, dan bevat S
een idempotent e met e< 1, [e,a>) is een deelhalfgroep
iseomorf met [O,aﬁ onder d§ gewone vermenigvuldiging van
de reele getallen en [0,e] is een I-halfgroep.

Bewijs

1) Zij G de component van 1 in H(1), dan is G een open inter-
val, Z1j e een eindpunt van G, dan 1s e"=e, dus e=0, S is
dus iseomorf met [O,oo) onder de gewone vermenigvuldiging

van de regle getallen,
-1
2) 3tel G=(e,f), dan volgt uit xs-e, x, € G, dat x ~—f. Dan
zZou [e,f] een compacte topologische groep zijn, wat onmo-
gelijk is, dus G=(e,c0 ).
Daar H(1) geen andere intervallen (a,b) kan bevatten met
a,b @ H(1) is G=H(1)=(e,c0).
Volgens Lemma 2 is [0,e]=S\H(1) een ideaal, en dus is [0,e]
een deelhalfgroep.
Daar [O,e]e=e[0,e]=[b,e] is e een eenheld voor [O,e} en is

[0,e] een I-halfgroep.



Stelling 6

Als S een compacte samenhangende halfgroep is met eenheid en
n

ScE’, dan H(u) € rand 3, of S een topologische groep.

BewiJs
Zij g€ H(u) en g ¢ rand S. Dan had g een Euclidische omgeving
V. g—/I V was dan een Euclidische omgeving van u en H(u)

dus zowel open als gesloten, Dus H(u)=S,

Stelling 7

Als een compacte samenhangende halfgroep S met een eenheid

een onsplitsbaar continuum is, dan is S een groep.

Bewijs
Zij K # S, dan is er een open verzameling U met KeUeT ,

U # 8. Stel J het maximale ideaal bevat in U, Dan KeJ en

J open. Als S\ J=A samenhangend is, dan is S=JV A =2n is S
dus de vereniging van 2 echte deelcontinua, Als S\ J=Avu B,
AnB= @, A, B open, dan is S=(Aud)v(BvJ) en S dus wederom
de vereniging van 2 deelcontinua. Dus S = K== S een groep.

(1] A.H., Clifford Trans.Amer.Math, Soc 88 1958
[2] H.Cohen en I.Wade " i n " 83 19503
[3] W.M., Faucett Proc., Amer.Math,Soc, 6 1955

[4] P.S. Mostert en A.Shields Annals of Math, 65 1957



